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Интегральное исчисление открывает огромные возможности для модели-

рования и исследования процессов экономики1. Интегральное исчисление в эко-
номике используют для прогнозирования материальных затрат, нахождения по-
требительского излишка, определения объема выпуска продукции, определе-
ния экономической эффективности капитальных вложений (задача дисконтиро-
вания) и так далее4. 
                                                                                                     

* Научный руководитель - Уфимцева Людмила Ивановна, кандидат физико-мате-
матических наук, доцент. 
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Предлагаю рассмотреть приложения определенного интеграла для опреде-
ления потребительского излишка. 

Для начала выявим определение интеграла. Определенным интегралом 
ݕ =  на [a, b] называют последовательности интегральных сумм при n→∞ и (ݔ)݂
∆xi→∞. Если этот предел существует и не зависит от разбиения отрезка [a,b] на 
частичные и от выбора точки ߝ. 

 

න ݔ݀(ݔ)݂ = lim
∆௫→

 ∆(ߝ)݂
ିଵ

ୀ





 ݔ

 

Также определенный интеграл ݕ = -на [a, b] равен приращению ее пер (ݔ)݂
вообразной: 

න ݔ݀(ݔ)݂ =




(ݔ)ܨ ฬ
ܾ
ܽ = (ܾ)ܨ −  (ܽ)ܨ

 

Прежде чем приступить к рассмотрению конкретных примеров введем не-
сколько экономических обозначений и понятий. 

Одной из наиболее фундаментальных экономических моделей является за-
кон спроса и предложения на определенный продукт (молоко, хлеб, топливо и 
т.д.) или услугу (транспорт, здравоохранение, образование и т.д.) в условиях сво-
бодного рынка. В этой модели количество определенного товара, произведен-
ного и проданного, описывается двумя кривыми, называемыми кривыми спроса 
и предложения товара. 

Функция предложения или кривая предложения показывает количество то-
вара, которое производители будут поставлять по любой цене. Функция спроса 
или кривая спроса показывает количество, которое потребители будут требовать 
по любой заданной цене. 

Обозначим цену за единицу через p, а количество, поставляемое или требу-
емое по этой цене, через q. Как и в экономической теории, будем писать p как 
функцию от q. Таким образом, кривая предложения будет обозначаться форму-
лой 

 =  (ݍ)ܵ
 

и представлена графиком, где оси x и y соответствуют значениям ݍ и  соответ-
ственно. Точно так же мы будем использовать 

 

 =  (ݍ)ܦ
 

для обозначения кривой спроса. 
Следовало предположить, что функция предложения S увеличивающаяся - 

чем выше цена, тем больше производители будут поставлять. Функция спроса D 
уменьшающаяся - чем выше цена, тем меньше покупатели будут покупать. 
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Точка пересечения (ݍ ,)кривых спроса и предложения называется точкой 
рыночного равновесия. Числа ݍ и   называются равновесным количеством и 
равновесной ценой соответственно. 

Экономическое значение рыночного равновесия заключается в следую-
щем: рассмотрим пример с хлебом. Пока  <  , спрос на хлеб превышает его 
предложение, подталкивая цену вверх, пока она не достигнет равновесной цены 
 . В этот момент поставляемая величина равна требуемой величине, которая 
является равновесной величиной. И наоборот, если цена превышает равновесие, 
предложение хлеба превышает спрос, что приводит к снижению цены. 

 

 
 

Рис. 1. График спроса и предложения 
 

На идеальном свободном рынке потребители и производители выигры-
вают, покупая и продавая по равновесной цене. В принципе, это легко понять, но 
наша цель - точно рассчитать, сколько потребители получают, покупая по равно-
весной цене, а не по более высокой цене. 

Сначала мы вычисляем общую сумму, потраченную потребителями, если 
все покупают по равновесной цене  . В этом случае ݍ единицы поставляются и 
покупаются, и общая сумма затрат равна количеству единиц, купленных, умно-
женных на цену за единицу, то есть: 

(1) общая сумма, потраченная по равновесной цене =  ∗  ݍ
Далее, посчитаем общую сумму, которая была бы потрачена, если бы каж-

дый потребитель платил максимальную цену, которую готов заплатить. Разде-
лим интервал [0, ݔ∆ ] на n подинтервалов, каждый из которых имеет длинуݍ =



 с конечными точками 
 

ݔ = 0, ଵݔ =  
ݍ

݊ , ଶݔ =  
ݍ2

݊ , … , ݔ =  
ݍ݊

݊ = ݍ  
 

Рассмотрим первый интервал [0, ݔଵ], т. е. предположим, что были доступны 
только единицы ݔଵ. Тогда цена продажи за единицу могла быть установлена в D 
 ଵ проданных единицах. Конечно, по этой цене было быݔ рублей и (ଵݔ)
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невозможно продать больше. Таким образом, общие расходы на покупку этих 
первых ݔଵ единиц товара (цена за единицу) × (количество единиц)= D(ݔଵ)∆ݔ руб-
лей. 

 
 

Рис. 2. График снижения спроса на товар 
 

Предположим, что после продажи первых единиц ݔଵ появилось больше 
единиц, и теперь было произведено всего ݔଶ единицы. Устанавливая цену в 
D(ݔଶ), остальные ݔଶ − ଵݔ = -руб ݔ∆(ଶݔ)единиц можно продавать, получая D ݔ∆
лей. Обратим внимание, что каждая группа покупателей платила за товар 
столько, сколько они готовы были заплатить. Продолжая этот процесс ценовой 
дискриминации, общая сумма денег, выплачиваемая потребителями, желаю-
щими заплатить по крайней мере  , приблизительно равна 

 

ݔ∆(ଵݔ)ܦ(2) + ݔ∆(ଶݔ)ܦ + ⋯ +  ݔ∆(ݔ)ܦ
 

Сумма в (2) является суммой Римана для интеграла ∫ ݍ݀(ݍ)ܦ
 , и сумма ста-

новится ближе и ближе к интегралу с ростом n. В то же время, сумма дает более 
точную приблизительную цифру общих расходов. Таким образом, вывод: 

(3) Общая сумма, заплаченная по максимальным ценам = ∫ ݍ݀(ݍ)ܦ
  

Величина в (3) - это площадь под кривой спроса от ݍ = 0 до ݍ = -. Как поݍ
казано на рисунке, он больше, чем ݍ, то есть площадь прямоугольника с обеих 
сторон [0, ݍ] и [0, ], и которая в соответствии с формулой (1) представляет со-
бой общую сумму, потраченную потребителями на равновесную цену. Разница 
между этими двумя областями (3) - (1) представляет собой общую сумму, кото-
рую потребители экономят, покупая по равновесной цене2. 

 

ܵܥ (4)  = ∫ ݍ݀(ݍ)ܦ − 


 ݍ  
 

Подобный анализ показывает, что производители также выигрывают, тор-
гуя по равновесной цене. Их прибыль, называемая излишком производителя, 
определяется следующим образом 

 

(5) ܲܵ = ݍ − ∫ ݍ݀(ݍ)ܵ
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Рис. 3. Излишки потребителя и производителя для этого продукта 
 

Далее рассмотрим пример определения излишка потребителя и произво-
дителя. 

Для определенного товара кривая спроса: 
 

 = (ݍ)ܦ =
20

ݍ + 1 

и кривая предложения: 
 

 = (ݍ)ܵ = ݍ + 2 
 

Найдем равновесную цену и равновесное количество. Затем вычислим из-
лишки потребителя и производителя. 

Решение. Чтобы найти равновесную величину, приравняем D (q) = S (q), 
чтобы получить 

 
20

ݍ + 1 = ݍ + 2 
 

Далее получаем 20 = (q + 1) (q + 2), что упрощает выражение до ݍଶ + ݍ3 −
18 = 0. Положительное решение дает равновесную величину ݍ = 3, а равновес-
ную цену   = 5. 

Вычисляем излишки потребителя и производителя, используя формулы (4) 
и (5) выше: 

 

ܵܥ = න ݍ݀(ݍ)ܦ − 




 ݍ

= න
20

ݍ + 1

ଷ


ݍ݀ − (5)(3) 

= 20 ln(ݍ + 1) ฬ
3
0 − 15 

= 20ln4 − 15 
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≈ 12,73 

ܲܵ = ݍ − න ݍ݀(ݍ)ܵ



 

= (5)(3) − න ݍ) + ݍ݀(2
ଷ


 

= 15 − ቆ
ଶݍ

2 + ቇݍ2 ฬ
3
0 

= 15 − ൬
9
2 + 6൰ = 4,50. 

 

Таким образом, рассмотренный выше пример практической задачи, дает 
нам ясное представление значимости определенного интеграла для их разреши-
мости. Также стоит сказать, что при применении интегрального метода должно 
соблюдаться условие непрерывной дифференцируемости функции, где в каче-
стве аргумента берется какой-либо экономический показатель. Независимо от 
числа элементов, которые входят в модель, а также независимо от формы связи 
между этими элементами интегральное исчисление устанавливает общий под-
ход к решению моделей различных видов. При его применении имеется возмож-
ность получения более обоснованных результатов исчисления влияния отдель-
ных факторов, чем при использовании других методов3. 
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